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iST.453 COK DEGISKENLI iSTATISTIK I ARASINAV SORULARI

SORU:1 X~N; (4, 2) dagminda j=1,2,3 icin E(X)=pu; ve V(X;)=g; olup, X
degiskenlerinin iliskisiz oldugu bilinmektedir. Buna gore;

a) X rastgele degiskenler vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonunu ifade ediniz?

X

. X S .
b) X = oyle ki X; =[X3] ve X, = [Xl] pargalanmasi altinda X5 degiskeni ile X;8 lineer
5 P

X5
bagintis1 arasindaki ¢oklu korelasyonu hesaplaymiz?
c) (b)’deki pargalanma igin X; alt vektoriiniin marjinal varyansi ile X, = x, iken X; alt vektortnin
sartli varyansinin birbirine esit oldugunu gosteriniz?

SORU:2 X~N; (E X ZK) dagiliminin moment iireten fonksiyonu
Mg(ﬁ) = exp {Ztlz + ;tzz +2t2 4+ 2tyt; + t; — tz} ve Y~N; (EZ , EZ) dagiliminin  olasilik

5 . 1 ) . 5 7 5 3
yogunluk fonksiyonu f (X) = kexp {— 50 (X)} oyle ki Q (X) = 5)’12 + Eyzz + ay% — V12
olsun. X ve Y vektorlerinin karsilikli bagimsiz oldugunu kabul edelim. Buna gore; U = X + Y rastgele
vektoriine ait dagilim1 ve karakteristik fonksiyonunu bulunuz?

SORU:3 Y~N, (& Z) dagilimimin moment ¢ikaran fonksiyonu MZ(E) = exp {Stl + 3¢, +

Tty + 4t, + % (4t2 + 4t2 + 9t2 + 6t2 + 4t,t; — 2t t, — 6tyt, + 8t1t4)} olsun.
Y,
Y
a) Y; alt vektoriiniin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Y Y,
r= [1_/1] 2h = ] veY; = [Yl] pargalanmast icin,
=24 = — 4

b) Y, = [g] iken Y; ’in sartli dagiliminin parametrelerini bulunuz.
c) Y, = [:)1)] iken Y, nin kismi korelasyon matrisini bulunuz.
NOT: Sinav suresi 2 saattir
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CEVAP:1 X~Nj; (E'Z) dagiliminda j = 1,2, 3 icin E(Xj) = uj ve V(Xj) = gj; olup, X; degiskenleri

iliskisiz olsun.

a) Degiskenler iliskisiz oldugundan j # k = 1,2,3 igin cov(Xj , X k) = gj, = 0 olacagindan dagilimin

o1 O 0
varyans kovaryans matrisi : X = [ 0 o5, O ] seklinde bir kdsegen matristir. Ortalama vektorii ise
0 0 o33
251 X1
u = M2 | vektoridur. Boylece X = |X; | rastgele vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu;
U3 X3

f (g) = Wexp {— % (g - E)I 1 (g - E)} genel formundan faydalanarak yazilabilir.

1
[— 0 0]
X1 — iy e
Buradap =3, |Z| = 0y1 * 0pp % 033, x —u = | X — Uz | veZ 1 = | 0 T 0 | alinirsa;
X5 —ps 1
l 0 0o —
033
1
P 0 0 ]
1 1 Yy =
= — X —w Xo— iy Xs— 0 — 0 |«]|x,—
f(g) 2D 201y 03y % 0o V2 exp > (X1 —u1 Xp—po Xs—ps]* Ora Xz - Uz
3~ U3
0 0o —

— 1 ex 1vg (%)
T (2m)3/2040,03 p 241N o

olarak elde edilir.

X1
. . X .
b) X = oyle ki X; =[X3] ve X, = [Xl] parcalanmasi altinda dagilimin parametreleri de
KZ 2
pargalanirsa;

le z:12
. Oyle Ki 211 = [0-33]1

[ ‘ oyle ki f = [us] ve yz—[#] iken E—[
z:21 z“22

' o 0 :
T2=[0 0], Z,; =2, ve I, = (1)1 0_22] seklinde pargalanir. Bu par¢alanma altinda X5

degiskeni ile X5 8 lineer bagintis1 arasindaki ¢oklu korelasyon;

(212 PP 221)1/2

pX3-K2£ N 03

bagintisi ile bulunur.



1

0

Burada T, %5, 13, =[0 0] 0 B [8] =0 oldugundan, p, . zdﬁj: 0 olarak elde
g22

edilir.

c) (b)’deki pargalanmaya gore, X; = [X3] alt vektoriiniin marjinal varyansi, V(X3) = ag35 dir. X, =
x, iken X; = [X3] alt vektoriiniin marjinal sartli varyansi ise;

211_2 == 211 - 21222_21 221 - 0-33 - [0 O o1 [0] O = 0—33 Olarak bU|UnUF

Goriildigh tizere X; = [X3] alt vektoriiniin marjmal Varyan51 ile X, =x, iken X; =[X3] alt
vektdriiniin marjinal sartli varyansi birbirine esittir.

CEVAP:2 Once verilen her iki dagilim igin dagilimlara ait parametreleri bulalim. X~Nj (ﬂx ) ZK)

dagiliminin moment {ireten fonksiyonu M{(E) = exp {2t12 + %t% + 2t% + 2t t5 +t; — tz}
olarak verilmektedir. Bu fonksiyon ¢ok degiskenli normal dagilimin moment iireten fonksiyonu olan
MK(E) = exp {E'E + % t's _t} genel formuna benzer sekilde diizenlenerek dagilimin parametreleri
bulunabilir.

My(t) = exp {tl —t, +%(4t12 + 3t2 + 4t2 + 4t1t3)} olup, bu fonksiyona gére dagilimm

1 4 0 2
parametreleri uy = (—1[veZxy =|0 3 0] olarak bulunur.
0 2 0 4

Y~N; (EZ , ZZ) dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu f (X) = kexp {—%Q (X)} dyle ki

5 7 5 3 . o . . .
Q (3_/) =5 y2 + = y2 + ” y:— 2eV1Y2 seklinde verilmistir. Q (X) karesel formuna ait terimlerin
katsayilarindan yararlanarak;

5 3

52 52 14 6 0
-1
oyl = —512 512 0 | ve boylece ikinci dagilimin kovaryans matrisi Xy = (2;1) =[(6 10 £94
L - - O —
0 0o = 5
84
) o 20(y) (x)
olarak bulunur. Bu dagilimin ortalama vektori ise; uy = oy = 0] olup, = 0 lineer denklem
5 3
26 V1 T 252
) . e . 60(2 3 7
sisteminin  ¢Oziimiinii bulmamiz  gerekir. 5, = —%yl t oYz |=
Ey 3 e

olarak bulunur.

14- 6
2571y = 0 olup, Goziim vektril py = —ZYO == 10 0 !

Simdi U = X + Y rastgele vektoriine ait dagilimi bulalm. X ve Y vektorleri karsilikli bagimsiz ve
normal dagilimli oldugundan bunlarin dogrusal fonksiyonu olan U rastgele vektoriiniin de dagilimi

normaldir ve U~N; (E(Q) , Cov(g)) olmalidir. Burada ;



1 0 1
() = B3+ 1) = 6+ £ = e+ = 1] ¢ o] = |-
0 0 0

Cov(U) = Cov(X +Y) = Cov(X) + Cov(Y) :
( X ve Y vektorleri karsilikli bagimsiz oldugundan)

4 0 2 14 6 0 18 6 2
Cov(g):2X+ZY:[0 3 of+[6 10 01=16 13 0 ldir. Boylece
S 12 0 4 0 0 — 2 0 —
5 5
1 18 6 2
U~Ns| uy = —1] , Ly = 6 13 184 dagilimmin karakteristik fonksiyonu, teIR3 olmak
0 2 -
uzere

104

®y(t) = exp {ifﬁg - %g’zgg} = exp {it1 —it, —%(18t12 +1363 + 2 tF + 12,8, + 4t1t3)}

olarak bulunur.
CEVAP:3 Y~N, (E ,Z) dagiliminin moment ¢ikaran fonksiyonu My (E) = exp {Stl +3t, + 7t +
4t, + % (4t2 + 4t2 + 9t3 + 6t2 + At ty — 2t ty — 6tyty + 8t1t4)} olarak veriliyor. Buna gore

dagilimin parametreleri My (g) = exp {E’E + % t'y _t} genel formu geregince;

5 4 -1 0 4 Y,
_13 _|1-1 4 2 -3 . a1y ) . _Yz] _Yl]
p=|o[ve = 0 2 9 0 seklindedir. Simdi Y = Y] oyle ki Y; = [Y3 ve Y, = Y,
4 4 -3 0 6 =
par¢alanmasini ele alalim. Bu pargalanmaya gore dagilimin parametrelerini de pargalayalim.
—|....]a o [H21 3 _ [Ha] _[5]. _ R )
p= LJ oyle ki p; = [ug] = [7] ve p, = ll4] = [4] ikenX = L z ] oyle ki
L 21 22
4 2 -1 -3 / 4 4 .
Y1 = 5 ol Yip = [ 0 0 ], Yo1 = Zip V€ Xyy = [4 6] seklinde pargalanir. Buna
gore;
.. - Y _ I3 4 2
a) Y; alt vektoriiniin marjinal dagilimi Y, = [YJ ~N, (El = [7] , 211 = [2 9 ) olup, bu
dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu;
— 1 1 g1
fi (1) = (2myp2l55, 172 X {3 -m) 2 (m - )b
4 2 4 _1[9 - y2—3
olacaktir. Burada p = 2, |24| = 5 9| =32, Xt = 5[_2 4 ] ve y1 — i [}’z _

ve

(a-w) =t -w) =2 -3 ws-7155[ % F[2I3

9 4 4
= 5 02— 3)? =502 =3 =71+ - 7)?
degerleri (*)’da yerlerine yazilirsa;



1 1|9 4 4
fr (21) = Gopa &P {—5 [5 2 =3 =5 0= =N+ ;s - 7)2]} olarak
bulunur.

b)Yy, = [g] iken Y; alt vektoriiniin sartli dagiliminin parametreleri sirasiyla;
1 -1
) =[G+ [0 Gl o (GI-ED=F1+
R [ R EE Y R
-1 -3 -1 0
ol =[0Gl o 155l
2 sl=3lo 015 ol

l olarak bulunur.

sartll ortalama; py, = H + 21222_21 (Xz
o ol J5l-
ve sarthi kovaryans; £1,, = 211 — 215257221 = [
ol 3 S Ry [

- 3-[s ol-[5 S

c) Y, [ ] iken Y,

Once X, ; sartli kovaryans matrisini bulmaliyiz.

alt vektoriiniin kismi korelasyon matrisi; Ryp; = K~%/2%5, 1K~/ ile bulunur.

Ezz,1=222—2212;11212=[4 4 _[—1 0”4 2‘1[_1 _3]
- ] [3 032[ _2][01 _3] i ‘6‘]_3%[ ][29 —27

[119

101
_ |32 12 11 11 12 32 32
= | 101 111 bulunur. Buna gore K/ Kos[ /32 /32] ve K=Y/ Kos[ /11 /11 ]

| 32
olup, bu degerler esitlikte yerlerine yazilirsa;

32 o |19 1o 32 119 101 0
119 37 37 119 32 119 « 32|+ 119
Ry21 = =
. 32 % % . 32 101 111 . 32
111 11| |yiti«32z 32 || 111
_[1,00 0,879]
~lo,879 1,00

32

olarak elde edilir.
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32




